INCERTITUDES et ERREURS

Préambule.

Il m'a semblé utile de rédiger ce papier dans teecd'une formation au CNAM
gui nécessite une bonne connaissance de certatieasfondamentales. Je ne
prétends pas étre exhaustif, mais j'essayeraedépius précis possible.

Par la suite, je I'ai étendu a des notions, sai précises, soit plus générales, et
gui donc débordent par rapport au titre initial.

Etant donné que la finalité est la méme, je me wEgIré principalement du
cours de J.J. LEVALLOIS, Ingénieur en Chef GéogeapthGN 1960).
Parallélement, je recommande vivement le cours dofepseur Mathieu
ROUAUD http:/Mvww.incertitudes.fr/proba-stat-acp/livre.pdf.

On pourra lire aussi le livre de John Hartong PRiwmlités et Statistiques”.

Il me parait important de préciser quelques tereegocabulaire.

Valeur vraie: toute quantité, qu'elle soit un nombre entiamiptage) ou un
nombre réel a une valeur unique. Dans le sujenhqus intéresse, cette valeur
est généralement inconnue, on l'appelle "valeueVra

Mesure et observationces deux termes représentent a peu pres la iciéose.
On emploiera plutét "mesure” lorsque le résultatuee valeur réelle, longueur
par exemple, et "observation" lorsque le résukatia comptage.

Incertitude et erreur. ces deux termes désignent la méme chose, cthst &
différence entre la valeur mesurée ou adoptée ealkur vraie, genéralement
inconnue. J'utiliserai de préférence le terme Ugtret naturellement, il n'a rien
a voir avec le terme "faute”.

Moyenne sans qualificatif, il s'agit de la moyenne am#tique.

Ecart-type: c'est le terme employé actuellement a la plaeé'éatart moyen
guadratique”. C'est une unité de mesure des eraeuidentelles.

Expérience Quelgue soit le contexte, le domaine étudiéapmpelle expérience
un ensemble d'observations, d'actions ou de mesgpégees et comptabilisées.
On peut citer la péche (industrielle), le tiragedés , le jeu de pile ou face, le tir
au pistolet ou au canon.



Les deux types d'erreur.

Prenons I'exemple du tir au fusil.

Il y a une cible constituée de cercles concentsgoa admet que le tireur vise
correctement a chaque tir le centre de la cibles ma voit pas le résultat des
tirs précédents.

On constate que les impacts sont groupés, maisopaEment au centre de la
cible. La raison est naturellement le réglage irgiadu viseur. On dit que la
distance entre le centre de gravité des impacks e¢ntre de la cible est une
erreur systématique.

On appelle erreur accidentelle la mesure de laedsspn des différents impacts.

Les erreurs systématiques doivent étre évitéespoaues, ou corrigées. Il y a
plusieurs méthodes selon l'outil de mesure, pample I'étalonnage. Ceci
n'entre pas dans cadre d'un présent papier.

Postulat de la moyenne.

On a constaté, a l'aide nombreuses expériencessi qureaugmente le nombre
de mesures, la moyenne de ces mesures tend versalmg. On dit aussi

"converge vers ...".

On en a tiré la conclusion logique que la moyeneg mhesures doit étre tres
proche de la valeur vraie, généralement inconndestde postulat de la
moyenne. On a démontré que ce choix était justifie.

Constatation statistique.

En géodésie, on mesure les angles des triangle¥sopar les sommets de
triangulation. Compte tenu de la correction de diff¢rence entre les triangles
sphériques et les triangle plans), on appelle Uemle fermeture d'un triangle” la
différence entre la somme des 3 angles mesur&mngld plat (180°).

Sur un grand nombre de triangles on a réparti lesues par tranches, dans le
tableau suivant :

Signe 0"ab5" 5"a10"| 10"alb%" 15" a2@0"a25"| 25"a 30
+ 105 84 40 9 3 2
- 103 86 34 13 3 2

Si on reporte en abscisse les limites de trancka etdonnée le nombre d'écarts
constatés, et que I'on joint les milieux des sorsndet barres, on observe une
courbe en cloche bien connue sous le nom de coleri@auss.



Citation : "Cette expérience a été faite bien sativeur des objets tres
différents, ses résultats sont constants, la codebeépartition a toujours la
méme allure. Il y a plus, les courbes obtenues W&tasle des différents cas sont
superposables par un simple changement d'échebe afbscisses et des
ordonnées, [...]".

La conclusion de ceci est importante : étant damme expérience quelconque,
on est sdr que la répartition des écarts sera goefa celle connue. Donc dans
tous les cas, la répartition des écarts est la mé@me résulte que si on constate
une répartition différente de la répartition connbg a une anomalie.

Le hasard.

Cette notion, le hasard, n'a pas été eévoquée juiaht.

Dans le cas cité des 484 triangles, étant donndegumesures ont été réalisées
par plusieurs personnes différentes et sur plusieumées, mais avec des
méthodes identiques, seul le hasard intervient @arépartition des écarts.

John Hartong définit tres bien et en détail cettdiom de "hasard”, je ne
reviendrai donc pas sur ce point.

Petite vérification facile.

On a vu que les écarts se calculent par rappartriolyenne des observations.
Prenons un dé a jouer ( 6 faces) numérotées 1adu ® a I'As ou n'importe
guel graphisme.

On fait 30 tirages et on note le numéro de la &ade a chaque tirage.

On les compte, la moyenne doit faire 5.

Pour chaque face, on calcule la difféerence du nerdersorties par rapport a la
moyenne (5 dans le cas présent), et on |'élévaiaé.On en fait la somme que
I'on divise par 6, on en prend la racine carréest ¢écart-type.

On calcule I'écart probable ep= 2/3 écart-type.

On définit 4 classes limitées par —1ep, 0, +1ep

On compte le nombre de sorties dans chaque classeteuve forcément 25%
pour chaque classe.

Ce test est tres simplifié, puisqu'il n'y a ques$ues possibles, mais il a l'intérét
de pouvoir étre fait indépendamment de tout sysgsnasite.

Il est bien évident que le méme test avec un dé &ales et un plus grand
nombre de tirages donnera un résultat d'une parsigrfinesse.



L'écart type.

Soit un ensemble N de mesures indépendantes dé&me ouantité X.

On peut calculer la moyenne arithmétique Xm, etrpaque quantité I'écart vi
a la moyenne : vi=Xm - xi.

Supposons que I'on connaisse la valeur vraie dadatité X, alors I'erreur vraie
de chaque mesure est ei = X — xi, différente deele apparente vi.

L'écart type emq = sqrt(somme(ei?/N))

Strictement parlant I'emq est "plus ou moins". DEngratique, on considere
gu'une emq est positive, sachant que par symdigipeut aussi étre négative.

Si on ne connait pas la valeur vraie de X, alors
Emg = sqrt(somme(vi?/(N-1)))

Explications :

Dans le cas de la fermeture des triangles géod&sigm connait la valeur vraie
de la somme des angles intérieurs, dans le casage e dé aussi. Ces cas ne
correspondent pas aux cas les plus fréquentsfetrieebut étant le plus souvent
de définir la mesure la plus probable pour X, ofaneonnait pas. Donc, dans le
cas général, tout au moins le plus fréquent, l@ook@mateur de la formule sera
(N-1).

Imaginons que I'on ait effectué une mesure d'uesehet une seule. On a donc
Xm=x1 et el=Xm-x1 ; el=0.

Si on appliquait le calcul de I'écart type en prernd comme dénominateur, on
obtiendrait un écart type égal a 0, ce qui sigrafteque la valeur mesurée est
égale a la valeur vraie, ce qui serait vraimers iméeressant !

En fait le bon calcul donne emq=0/(1-1)=0/0 quiwest valeur indéterminée.
J'insiste sur ce point, puisqu'on trouve quelqeedi@s calculs d'écarts type faits
a partir d'une seule observation.

La loi normale.

La courbe de Gauss (appelée aussi courbe en claheye importance

considérable dans le monde réel. Par exemple iedsene maison ancienne a
pris la forme de la courbe de Gauss.

La courbe de Gauss est le courbe représentatilee Idenormale. Etudions ses
caractéristiques.

On appelle "densité" l'aire de la zone qui se teoemtre la courbe et I'axe des X.
Il existe des tables qui donnent la valeur de fzsidé en fonction de la variable
X. Ces tables sont a utiliser dans le cas (raraedeerche de précision sur la
répartition des écarts, ce qui n'a rien a voir alegestion des écarts eux-
mémes.



Voici la méthode simple et facile a retenir poulisdr la loi normale.

Etant donné le résultat d'une expérience, on ctiler I'écart type (emq).

On calcule I'écart probable ep = 2/3 emg.

L'écart probable est tel que la moitié des écartsst inférieur.

On défini 10 classes dont les frontiéres seronples de 0, lep, 2ep, 3ep et 4ep
a droite et a gauche. Alors

0.35% des écarts seront inférieurs a —4ep

2% des écarts seront compris entre —4ep et —3ep

7% des écarts seront compris entre —3ep et —2ep

16% des écarts seront compris entre —2ep et —lep

25% des écarts seront compris entre -lep et0

25% des écarts seront compris entre 0 et lep

16% des écarts seront compris entre lep et 2ep

7% des écarts seront compris entre 2ep et 3ep

2% des écarts seront compris entre 3ep et 4ep

0.35% des écarts seront supérieurs a 4ep

On admet généralement que les écarts supériedrspact 4ep sont anormaux,
donc a éliminer.

Dans la littérature actuelle, on défini généralen8aasses et non 10, l'unité de
mesure étant I'écart type, mais le principe egttsinent le méme. De méme on
peut lire que un écart inférieur a 2 écarts typasaprobabilité de 95%, ce qui
est aussi identique a la répartition indiquée.

Il est important de vérifier que la répartition d&sarts est conforme a la loi
normale. Si ce n'est pas le cas, il y a une erceupjus grave, une tricherie.
Avec les moyens informatiques actuels, il peut éaesidéré comme une faute
d'avoir omis de vérifier la répartition des écadans le cas ou celle-ci ne serait
pas conforme a loi normale.

Méthode de Monte-Carlo.

Le principe est tres simple : on doit résoudre émeaation compliquée qu'on ne
sait pas résoudre par les méthodes habituellegermjge classique est la
résolution de certaines équations différentielles.

On fait une simulation qui consiste a partir decuas aléatoires en assez grand
nombre et a "calculer” I'équation.

On va ainsi obtenir un couple ou triplet variabjefslution(s) qui va tendre vers
la solution de I'équation. Le nom de la méthodenasirellement issu du casino
du méme nom, bien connu.

A 'expérience, on constate que le résultat corevengs rapidement, ce qui est la
meilleure des justifications. Pour ce genre de Ktman, on utilise la fonction
rand, bien connue.



Méthode des moindres carrée.

Considérons un ensemble d'observations.
Pour fixer les idées, voici deux exemples :

1- dans le cadre d'un levé topographique, on a maedes angles et des
distances entre points de triangulation. Le valemst en sur-nombre,
comment mener le calcul ?

2- vous cherchez a mettre en superposition deunsma la méme zone issus
de deux sources différentes. Vous allez identifides points
caractéristiques identifiables sur les deux docushest noter leurs
coordonnées dans deux systemes différents et h'ayaun rapport.
Comment mener la calcul ?

On constate tout de suite que la formulation esfficdie, et que
mathématiquement parlant, il existe une infinitésdiitions.

Citation :

"Puisque, pour la moyenne arithmétique, la somne cderés des résidus est
minima, on conviendra d'appliquer le principe, quel soit la forme des
relations d'observations. On démontre d'ailleuss cptte solution est << la plus
probable >> au sens du calcul des probabilités”.

En d'autres termes, on cherche a trouver le rédal{@us probable, c'est a dire
celui qui sera le plus proche de la valeur vraaepnnue. On trouve souvent
I'expression "maximum de vraisemblance”. On a vel cgci était le cas lorsque
I'écart moyen quadratique était minimum. La métho@s moindres carrés
consiste donc a minimiser la somme des carrésadetsel 'étude détaillée de la
méthode dépasse le cadre de ce papier. Disongranilgue si S est la somme
des carrés des écarts, S sera minimum pour larvgléwannule sa dérivée. Le
plus souvent S est fonction de plusieurs varialiEsulation de chaque dérivée
partielle conduira a un systeme linéaire de n égusi n inconnues.

Composition des erreurs.

Pour mémoire, il y a lieu de rappeler que les esraystématiques s'ajoutent,
d'ou I'importance d'éviter de type d'erreur, pa me@yens appropries.

Les erreurs accidentelles se composent quadrate&nutem
Prenons deux exemples pour l'expliquer.

Soit a mesurer une longueur de 1km environ aveulban d'acier qu'on appelle
chaine d'arpenteur, de 20 metres. On sait parxjqEsiences précédentes que
I'erreur accidentelle d'une mesure est emq=0.0&ll€sera l'erreur moyenne



guadratique, c'est a dire |'écart type sur la neesler cette distance, soit 50
portées ? La solution est 0.01 x sqgrt(50), soiirenv7 cm.

On mesure un angle avec un théodolite. Son em@.@31 grade. Pour éliminer
les erreurs systématiques, on fait plusieurs toclest a dire qu'on mesure
plusieurs fois le méme angle en changeant I'oridineercle.

Pour 2 tours, I'emq sera 0.001 / racine(2)

Pour 4 tours, I'emq sera 0.001 / racine(4)

Pour 16 tours, I'emq sera 0.001 / racine(16)

Il s'agit la de cas simples. Dans la pratique lesures seront faites avec des
outils et des méthodes différentes et non homogéebars certains cas on

pourra négliger certaines erreurs par rapport @rds mais souvent il faudra

composer ces différentes erreurs par des moyemmeRges.

Conclusion.

En conclusion, le citerai cette phrase de M. dealisge "Si une erreur était
connue, ce ne serait pas une erreur". Cela sigiquieeune emq se calcule, mais
cela ne permet que de vérifier que la valeur ré@kllee mesure se situe dans un
intervalle précis.

Exercice 1.

Je suis face a un probleme d'optimisation :

mon client me dit que je dois livrer la piece deptacement de la piece défectueuse au bout
de 30jrs.

Moi je ne peux livrer la piece qu'au bout de 70jrs

sachant que par an j'ai 27 demandes

guel est le stock minimum que je dois mettre engf@our pouvoir assurer mon engagement
comment formaliser ce probleme mathématiquement.

(Copie d'une question posée sur un forum).

Exercice 2

Un entreprise de péche dispose de plusieurs chauti

Pour des raisons évidentes de simplification aitesprise a passé un contrat avec divers
clients qui consiste a fournir dés le retour au poe ou plusieurs caisses.

On sait que les poissons les plus appréciés sartqué sont ni trop petits, ni trop gros.

Le directeur de I'entreprise soupconne certain®paipécheurs de réserver aux caisses
marquées "Client" les meilleurs poissons. Comment-p le vérifier et le prouver ?.



Annexe A : Le hasard

Comme j'ai dit plus haut, il n'est pas questionrpoai de chercher a compléter
le livre de John Hartong, mais seulement de préagelques méthodes
d'approches qui dépendent de cette notion : lerthasa

Tirage a pile ou face.

On sait que la probabilité de tirer pile, resp efagst 2. Si on réalise un grand
nombre de tirages, on observe que le nombre desgilaes proche du nombre
de face.

On peut compliquer cette expérience, en comptamt,phus le nombre de pile,
resp. face, mais le nombre de sorties de listesnem@s de pile, resp. face.

La probabilité de tirer 2 face en suivant est Yur@faces c'est 1/8, pour 4 faces
c'est 1/16 etc.

Cette expérience est relativement facile a fairecayn ordinateur. On utilise
pour cela un générateur de nhombres pseudo-aléatdire tel générateur n'est
pas vraiment aléatoire, dans le sens ou le cycleodiie des nombres est un
nombre fini. C'est a dire que si on démarre legértoujours au méme endroit,
gu'on appelle la graine, on aura toujours la méme.l On voit donc
I'importance d'initialiser le tirage de facon at#ad, c'est a dire déterminer la
graine, on utilise souvent I'horloge interne denkchine.

Généralement cette fonction, appelée rand() ou Al)E&st basée sur une
multiplication puis un modulo. Certains auteurs ldgiciels destinés aux
mathématiciens ont cru bon de créer une liste deébnes identiquement répartis
sur un intervalle, et c'est une fonction appeléel@a! Lorsqu'elle est utilisée
sans autre précision, c'est a dire avec l'optiordpéaut, la liste ne correspond
pas au résultat d'un tirage aléatoire. Pour faaesimulation de tirage aléatoire,
il faut préciser 'option "normal”.

A l'opposé, probablement pour des raisons de jewmxrdgernet, il existe une
fonction appelée GenRand() qui garanti a chaqgageiune répartition conforme
a la loi normale. Il s'agit 1a d'un exceés inverae gapport a la fonction rand() par
défaut des logiciels a orientation mathématique.

Personnellement, je considere ces deux déviatimmme des anomalies,
puisque, dans le monde réel, la notion d'aléatsteinique.

Annexe B : Les régressions

La problématique est la suivante : on dispose ckutain nombre d'observations
sous forme de couples de valeurs. On aura donc cdeples (x1;y1),
(x2;y2),...,(xn;yn).

On cherche une relation entre ces couples, tellengpuisse I'écrire sous la
forme mathématique Y = f(X).



On appligue la méthode des moindres carrés : faestmme des carrés des
ecarts.

S=3 (yi - f(xi))2 pouride lan.

S sera minimum lorsque sa dérivée s'annule.

Supposons que la fonction f soit de la forme (8 = Bx, alors

S =% (yi— A—Bxi)?2 =%(yi? - 2Ayi - 2Bxiyi + A% + 2ABXxi + B2xi?)

Les variables sont A et B. Dérivons par rapportet A B.

dS/dA = -23 yi + 2nA + 2% BXi

dS/dB = -23 xiyi + 25 Axi + 2% Bxi?

Le minimum pour S sera obtenu pour les valeurs det B qui annulent les
dérivées.

NA+BZXxi=2vyi

AZ xi + BZ xi2 = Z xiyi

C'est un systeme de 2 équations linéaires a 2 mesnqui admet une solution.

Ceci est la méthode et le principe général apfdicdans tous les cas.

Cependant, le cas de la fonction f(x) = A + Bx nj@ss général. Par contre, on
peut s'y ramener tres souvent par un simple chamgeme variable, par
exemple avec les fonctions Log ou Exp.

Lorsqu'on a l'occasion de calculer de nombreusgessions, il est intéressant
de développer un outil qui calcule les différentesctions possibles et qui
indigque la meilleure.

Avec Log et Exp on dispose de 4 fonctions possibles

Régression linéaire y = a + bx

Ajustement par une courbe exponentielle y % ae

Ajustement par une courbe logarithmiquey =am b |

Ajustement par une courbe de fonction puissancey =

Quel est le critere de choix ?

On utilise généralement le coefficient de détermnmaR2.

R2=AXZyi + BZ xiyi—1/n € yi)d) / (Z (yi?) — 1/n € yi)?)

Plus ce coefficient est proche de 1, meilleurdaegigression.

On peut aussi utiliser le calcul de I'écart-typelaCa l'intérét de fournir la
précision numérigue des données et de la régression

Quelques généralisations de cette méthode de base.

1- On constate que les paramétres A et B ne snoffigas pour résoudre le
probleme assez finement. Dans ce cas, il faudw@éraune fonction qui admette
3 parametres, par exemple :

Y =A+B.C*X ;cadIn(Y-A) =InB + X.In(C)
Y=A+exp(D.X+E);cadIn(Y-A)=D.X+E



On aura donc a établir et a calculer un systengeatpiations a 3 inconnues.

2- Lorsque les observations sont sous le formeiplets et non plus de couples,
la fonction recherchée sera de la forme Z = f(X,Qompte tenu des
changement de variable avec Log et/ou Exp, le nerderfonctions possibles
est plus important, mais le principe et la méthadtent les mémes.

3- Si le nombres de variables est supérieur a3pmebre de fonctions a essayer
devient trop important. J'ai adopté le principe tuéonction serait toujours de
la forme.

Y =K. X1"a.X2"b . X3"c ....

Cette fonction a un intérét au niveau écritureorsen prend le log, ¢ca donne
log(Y)=log(K) + a.log(X1) + b.log(X2) + c.log(X3}...

gui est une fonction linéaire tres facile a traiter

Par ailleurs, les parametres a, b, c, suivantdigue et la valeur par rapport a 1
donnent des courbes de variation qui peuvent peetgheu pres toutes les
formes, par exemple a=1 donne une droite, a=-helane hyperbole, a=2
donne une parabole etc. Une fonction de cette fa@shatilisée en calcul de
pluviométrie, non seulement personne ne I'a resmnseause et surtout elle a été
officiellement confirmée vers les années 2000.

Il y a un autre avantage : les parametres a,ewysent étre eux-mémes fonction
d'autres parameétres, ce qui augmente encore léessaple cette fonction.

4- Un autre type de formule de régression : un mmmlye de degré 4.
Contrairement aux formules précédemment décritefie-ci peut étre non
monotone. Bien-sOr elle nécessite 5 paramétregjuceomplique la mise en
équation.

Concernant les régressions, il faut bien distindeieras ou on connait la forme
de la fonction représentative du phénomeéne étuldids ce cas, on applique
directement la méthode des moindres carrés et lwuledes parametres par
résolution d'un systeme d'équation.

Dans les cas plus fréquents, on ne dispose qusem@iions et de mesures et il
faut trouver une fonction qui convient, sachant qe#e fonction n'est pas
parfaite mais qu'elle suffit au point de vue précis

Dans tous les cas, on restera trés prudent ldrstiagjira d'extrapoler, c'est a
dire de calculer une valeur n'appartenant pamtarialle réellement observe.

Pierre Dolez

10



