Approche de Bernoulli.

Nota : Le texte qui suit est un extrait du documenbtbilités” de Eduscol.

Voir le document complet :
http://media.eduscol.education.fr/file/Mathematisfi2&/3/Probablites_17_03 08 maj2011_197243.pdf

Du point de vue historique, le résultat fondamep&mettant de comprendre la facon dont se
stabilisent les fréquences des résultats au fametsure que le nombre des essais augmente
est le théoreme de Bernoulli. Ce théoréme, quiicaefl'intuition sur la stabilité des
fréquences, est plus difficile a démontrer quetantile de Bayes. La démonstration
“moderne” dans la théorie axiomatique de Kolmogaepose sur une majoration assez
grossiere donnée par la formule de Bienaymé - Tyattedy, majoration peu utile en pratique.
La démonstration donnée par Bernoulli est beauptugpcompliquée, mais présente I'intérét
de présenter tres clairement sa problématiquesmbrque que, dans les jeux de dés ou de
tirages dans une urne, la détermination des priiésha priori ne pose pas de probleme :

il suffit de prendre le ratio entre le nombre dages “fertiles” et le nombre total de tirages ou
le ratio entre le nombre de tirages “fertiles”eehbmbre de tirages “stériles”. Mais, il constate
gue cette méthode est inutilisable dans des pradaoncernant les maladies, la
météorologie, ou les causes sont cachées, etrminiération des cas équiprobables est
impossible. Au lieu de cela, il propose de déteanla probabilité d’'un cas favorable a
posteriori :

« On peut supposer qu’une chose particuliére seumaou non autant de fois qu’elle s’est
produite ou non dans le passé, dans des circomstaemblables ».

Il cherche donc a déterminer empiriquement la prtippode cas favorables dans le cas ou
elle est inconnue. L’originalité de la tentativeRernoulli consiste a donner un traitement
formel de la vague notion qu’il décrit ainsi :

« Méme le plus stupide des hommes, par quelqui@dbste la nature, par lui-méme et sans

aucune instruction (et c’est une chose remarquadséconvaincu que plus on fait d’observations,

moins on risque de s'écarter de notre but ».

Bernoulli veut démontrer ce principe, et montree tpu“certitude morale” a propos de la
proportion inconnue peut étre approchée d’aussi gue I'on veut. Il considere une urne
contenant 3000 galets blancs et 2000 galets r@irdire un galet, avec remise. On regarde
combien de fois on tire un galet blanc, combiefoteon tire un galet noir. Se pose alors la
guestion : Peut-on tirer un nombre suffisant de ft@ maniere a ce qu’il devienne 10 fois,
100 fois, 1000 fois plus probable que les nombeegalets blancs et noirs tirés soient dans le
ratio 3:2 plutdt que dans tout autre ratio ? Bellhptécise :

« Pour éviter les malentendus, on doit noter quatio que nous essayons de déterminer
expérimentalement ne doit pas étre considéré copnéws et indivisible (sinon, c’est le contraire

qui se produirait, et il deviendrait moins probadple le vrai ratio soit trouvé en augmentant les
observations). Ce que I'on veut, en revanche, ciesatio pris avec quelque latitude, c’est-a-dire

situé entre deux limites qui peuvent étre aussihpee I'une de I'autre que I'on veut. Par exemple,

on prend deux ratios 301:200 et 299:200 ou 3000:20@2999:2000 ... I'un qui est

immédiatement supérieur et l'autre immédiatemefériaur au ratio 3:2. On prouvera que l'on

peut rendre plus probable que le ratio trouvé agessexpériences répétées tombe entre ces

limites plutdt qu'il tombe a I'extérieur. »



Apres avoir fait la démonstratianil traite I'exemple ou = 30,s= 20,p = 3/5 ete = 1/50. Il
trouven = 25 550 pouc = 1000,

25 550 est a I'époque un nombre astronomique lisaltie dans la pratique (Il est pourtant
bien meilleur que celui obtenu en employant l'ifé§ale Bienaymé Tchebychev, qui est
€gal a 600 600) : ceci conduit Bernoulli a ne padipr ses travaux. Remarquons que
Bernoulli ne répond pas a la question qu’il s’extée au départ, car la proportion est ici
connue au départ. Il détermine le nombre de tirgagéssant pour que, avec une probabilité
tres forte (supérieure a 0,999, alors qu’aujourdiinuse contente selon les secteurs d’activité
des niveaux 0,95 ou 0,99), la proportion de casrihies ne s’écarte pas de 3/5 de plus de
1/50. En d’autres termes, il détermimpour un intervalle de probabiliéél niveau

1000/1001 d’amplitude donnée, alors qu’il cherchaibur en faire un intervalle de
confianceau méme niveau.

Bayes s’est posé et a résolu un probléme voisaelle de Bernoulli, gu’il formule

ainsi:

« Etant donné le nombre de fois qu’un événemetning s’est réalisé ou non, on cherche la chance que
la probabilité de sa réalisation lors d’une seplegve soit comprise entre deux degrés quelcordpies
probabilité que I'on puisse assigner. »

probleme que I'on peut traduire avec un langagse pladerne de la maniére suivante :
Un événement se produit a chaque tirage avec lzapilité 8. SoitX le nombre de fois qu'il se produit au

cours den essais. On demandha < 6 < b | X), probabilité qué soit comprise entra etb, connaissant
le nombre de fois ou I'événement s’est produit @urs des essais.

Il a illustré sa résolution avec un dispositif amig et intéressant, connu sous le nom de
“billard de Bayes”. Mais ses travaux n’ont conngw@e diffusion, en raison des difficultés
de calcul des intégrales mises en jeu dans laigolut

Les travaux de De Moivre sur le développement dérbie, de De Moivre et de Laplace sur
le théoreme qui porte leurs noms (et qui est urpaasculier du théoréme “central limite”
établi par Laplace) et ceux de Gauss sur la ldiaggace - Gauss vont permettre d’obtenir les
résultats essentiels et de prolonger le travaBel®moulli (et de Bayes).

On peut modélisan tirages au hasard et avec remise dans une urneneontdes

boules noires et des boules blanches, la propadiidmoules noires dans l'urne étant égale a
p, en introduisanh variables aléatoires indépendantgsprenant la valeur 1 si laneboule

tirée est noire, et O si elle est blanche. La sor@mdesX;, i variant de 1 &, donne le nombre
de boules noires obtenu a l'issue desages.S suit la loi binomiale de paramétre®tp,

son espérance mathématique est égafech son écart type est égatg(1- p). On

s'intéresse a la frequenEedu nombre de boules noires a I'issue ésages, égale &n.

Le théoréme de Moivre - Laplace dit que la variahatoire centrée réduiRa associee &,
egale a% — np)/sgrt(np(1-p)), converge en loi vers la loi normale centrée rigjuiest-a-dire
gue lorsquen tend vers I'infini, la probabilité pour qu prenne des valeurs comprises entre
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La variable centrée réduite associde astRi= ¥ 7 :

Plus précisément, sous les hypothéses suivantes30,np > 5 etn(1 —p) > 5, on approxime
avec une tres bonne précision la probabilité poeRy soit dans I'intervalled, b] par sa
limite donnée par le théoreme de Moivre - Laplace.



A l'aide d’'une table de la loi normale ou d’un taint, on peut trouver une valeur approchée

L "

du nombre réal en prenant a=-u et b-u tel q V27 *° , intégrale notée(u), prenne
une valeur donnée.

Il est utile de retenir que(1,96)= 0,95 ;¢(1,65)= 0,90 ;p(3) = 0,99. Par exemple, sous les
conditions rappelées plus halr(=1,96< Rn< 1,96)= 0,95.

Donc avec une probabilité voisine de 95%, l'inégatirécédente est vraie. L'intervalle ainsi
défini est appelé intervalle de probabilité (oyode) de niveau 95%, ou encore intervalle de
fluctuation de niveau 95%. Son interprétation astlivante : dans 95% des séries tleages
gue I'on peut faire, la frequence empiriguebtenue expérimentalement (modéliséeFpar
appartient a cet intervalle.



